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РЕАЛИЗАЦИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ  
ГИПЕРТЕРМИИ ЗЛОКАЧЕСТВЕННЫХ НОВООБРАЗОВАНИЙ  

НА БАЗЕ COMSOL MULTIPHYSICS  

 

IMPLEMENTATION OF A MATHEMATICAL MODEL OF HYPERTHERMIA  

OF MALIGNANT NEOPLASMS: COMSOL MULTIPHYSICS  

 
Аннотация. В работе представлено приложение, позволяющее прогнозировать 

расчет температуры в раковых и окружающих тканях при лечении гипертермией. В 
основе программной реализации лежит уравнение биотепла. Математическое модели-
рование проводится методом конечных элементов с помощью программного обеспече-
ния Comsol Multiphysics. Рассмотрен пример решения прикладной задачи об исследова-
нии динамики распределения температуры в нагреваемых тканях. 
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Abstract. The paper presents an application that allows predicting the calculation of tem-
perature in cancer and surrounding tissues during hyperthermia treatment. The software imple-
mentation is based on the bioheat equation. Mathematical modeling is performed using the finite 
element method with COMSOL Multiphysics software. An example of solving an applied problem 
on studying the dynamics of temperature distribution in heated tissues is considered.  

Ключевые слова: уравнение биотепла, температура, злокачественное образова-
ние, математическое моделирование, Сomsol Multiphysics.  

Key words: bioheat equation, temperature, malignancy, mathematical modeling, Comsol 
Multiphysics.  

 
Введение  

В настоящее время исследование процессов распределения температуры в биологиче-
ских тканях играет важную роль в медицине. Достижения в этой области нашли применение 
в диагностике и гипертермической терапии злокачественных опухолей и криогенной хирур-
гии [1-7]. Гипертермия – способ лечения злокачественных новообразований путем воздей-
ствия высоких (выше 39,5°С) температур. Многочисленные медицинские исследования по-
казали, что нагрев высокими температурами приводит к значительным повреждениям или 
полному уничтожению раковых клеток, вследствие повреждения белковых структур раковых 
клеток. Как правило, гипертермию используют как вспомогательное лечение при лучевой 
терапии и химиотерапии. С одной стороны, гипертермия делает клетки более восприимчи-
выми к радиации, а с другой, – препятствует их восстановлению при сублетальных повре-
ждениях.  

Одной из задач термотерапии является доставка соответствующего количества тепла к 
нужной части тела пациента. Чтобы этот метод был эффективным, температура должна быть 
достаточно высокой и поддерживаться достаточно долго, чтобы повредить или убить рако-
вые клетки. Однако если температура будет слишком высокой или будет поддерживаться 
слишком долго, это может привести к серьезным побочным эффектам, вплоть до летального 
исхода. Чем меньше место нагревания и чем короче время лечения, тем соответственно 
меньше побочных эффектов. И наоборот: лечение опухоли слишком медленно или при 
слишком низкой температуре не достигнет терапевтических целей. Чтобы свести к миниму-
му повреждение здоровых тканей и другие побочные эффекты, предпринимаются попытки 
контролировать температуру [1-3]. Важно поддерживать локальную температуру в опухоле-
вых образованиях ниже 44°C, чтобы избежать повреждения окружающих тканей. Эти темпе-
ратуры были получены на основе клеточных культур и исследований на животных. Суще-
ствует трудность, связанная с устройствами, передающими энергию. Региональные устрой-
ства могут неравномерно нагревать целевую область, даже без учета компенсаторных меха-
низмов организма. Большинство текущих исследований сосредоточено на том, как можно 
точно позиционировать устройства подачи тепла (катетеры, микроволновые и ультразвуко-
вые аппликаторы и т. д.) с помощью ультразвука или магнитно-резонансной томографии, а 
также на разработке новых типов наночастиц, которые могут более равномерно распределять 
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тепло внутри нагреваемой области.  
Другим направлением исследований в этой области является предварительное про-

гнозирование процедуры лечения, на основе математического моделирования [8, 9]. При мо-
делировании тепловых процессов в биотканях требуется учитывать большое количество 
факторов: неоднородность и анизотропию тканей, проводимость, конвекцию теплового по-
тока, клеточный метаболизм, перфузию крови и др. Большинство существующих моделей 
переноса тепла в тканях основывается на двух подходах – континуальном и дискретно-
сосудистом. По своей структуре континуальные модели являются упрощенной записью био-
тепловых уравнений. В этих моделях влиянием кровотока каждого отдельного сосуда прене-
брегают, кровоснабжение усредняется по исследуемому объему. Дискретно-сосудистые мо-
дели представляют совокупность биотепловых уравнений, описывающих кровоток в каждом 
отдельном сосуде, и позволяют прогнозировать распределение температуры вдоль необхо-
димых направлений [8, 9]. Наиболее широкое распространение получила континуальная мо-
дель, предложенная в 1948 г. американским врачом и клиническим исследователем Г. Пен-
несом и учитывающая влияние содержащихся в биологических тканях кровеносных сосудов. 
В основе такой модели лежит уравнение биотепла, являющегося аналогом уравнения тепло-
проводности.  

Среди многообразия методов, позволяющих решить уравнения биотепла, один из 
наиболее часто применяемых – метод конечных элементов. Он обладает рядом преимуществ: 
возможностью решать нелинейные задачи; использовать в рамках одной модели различные 
материалы; высокой гибкостью при дискретизации расчетной области и т.д. Немалым досто-
инством является также то, что на основе метода конечных элементов созданы различные 
программные продукты, позволяющие получить результаты практически любому пользова-
телю. На сегодняшний день существует несколько таких продуктов, в том числе COMSOL 
MULTIPHYSICS. Основное достоинство использования пакета COMSOL MULTIPHYSICS, 
заключается в отсутствии необходимости создавать образец объекта исследования и прово-
дить эксперименты и испытания «вживую». Так как весь процесс основан на компьютерном 
моделировании, можно существенно сократить затраты времени на проведение нужных про-
цедур. Цель данной работы – моделирование динамики распределения температуры в злока-
чественных новообразованиях.  

 

Математическая постановка задачи и вычислительная схема  
В случае, когда опухоль существует в виде четко определенной области, для нагрева 

ткани можно использовать источники тепла более высокой интенсивности. Из многих спосо-
бов доставки источника тепла предпочтительнее лазерный. Для моделирования процесса 
взаимодействия лазера с кожей и находящейся под кожей злокачественной опухолью рас-
смотрим нестационарную модель Пеннеса. Процесс теплопередачи внутри биоткани во вре-
мя процесса лазерно-индуцированной термотерапии моделируется в двумерной области, ко-
торая строится в осесимметричной плоскости с двумя различными слоями и внедренной 
опухолью, как показано на рис. 1.  



                                        Вестник АмГУ Выпуск 107, 2024 6 

Рис. 1. Геометрическая схема расположения объекта исследования.  
 

Для упрощения задачи примем следующие допущения:  
1. Вещество в ткани не имеет фазового перехода.  
2. Предполагается, что тепловые и оптические свойства одного и того же слоя посто-

янны.  
3. В ткани не происходят химические реакции.  
4. Процесс лазерного осаждения в ткани описывается законом Бера – Ламберта.  
5. Предполагается, что поверхности контакта между слоями являются гладкими.  
6. Учитывается нестационарный теплообмен.  
7. Влияние механической деформации незначительно.  
8. Все типы тканей в модели считаются однородными и изотропными.  
9. Предполагается, что мы имеем дело с двумерной осесимметричной моделью [11].  
Тепловые процессы, изменяющиеся во времени, могут быть рассчитаны с помощью 

нестационарного уравнения биотепла:  

( ) ( )ρ ρt t b b b a met laser

T
c k T c w T T q q

t

∂
= ∇ ∇ + − + +

∂
, (1)  

где ρt – плотность ткани, кг·м-3; сt – теплоемкость ткани, Дж·кг-1·˚С -1; T – температура ткани, 
˚С; k – теплопроводность ткани, Вт·м-1·˚С -1; wb –скорость перфузии крови, с-1; q – тепловы-
деление, Вт·м3; индекс met определяет метаболический источник тепла; laser – внешний ис-
точник тепла от лазерного облучения.  

Для удобства будем считать, что верхняя поверхность кожи имеет конвективные гра-
ничные условия:  

( ) ( )am amn k T h T T− ⋅ − ∇ = − , (2)  

где 
amT  – температура окружающей среды, ˚С; 

amh  – коэффициент конвекции воздуха, 
Вт·м2·˚С –1.  

Кожа 

Жир Опухоль 

О r 

z 
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Предполагается, что нижняя поверхность кожной ткани имеет постоянную внутрен-
нюю температуру тела, которая считается постоянной; температура артериальной крови со-
ставляет 37 CcbT =  .  

Предполагается, что между слоями биоткани не возникает контактного сопротивле-
ния. Таким образом, внутренние границы являются граничным условием непрерывности:  

( ) 0,u u d d u dn k T k T T T∇ − ∇ = = , (3)  

где нижние индексы u и d обозначают точку контакта между каждым слоем.  
Энергия лазерного луча вносит свой вклад в источник тепла в уравнении (1) :  

2

0 2exp( )
2σlaser

r
q I a az= − ,                                                                                                      (4)  

где I0 – интенсивность лазерного излучения, Вт·м2; a– коэффициент поглощения тканью, м-1; 
r – радиус облучаемого луча, м.  

В качестве объекта исследования возьмем кожную ткань и находящуюся под ней ра-
ковую опухоль. Как показано на рис.1, в модели рассмотрена прямоугольная область биоло-
гической ткани. Размер исследуемой ткани равен 0,005м×0,005м. Модель предполагает, что 
кожная ткань полностью однородная, а опухоль находится в подкожном слое.  

Реализацию модели проведем в пакете COMSOL Multiphisics. Для начала необходимо 
провести инициализацию входных параметров в соответствии с рис. 2 [10].  

Рис. 2. Форма инициализации входных параметров модели в COMSOL Multiphisics.  
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На следующем этапе построим расчетную область и зададим уравнение биотепла (рис. 3).  

Рис. 3. Расчетная область в пакете COMSOL Multiphisics.  
 

Далее зададим функцию источника qlaser, как представлено на рис. 4.  

Рис. 4. Функция источника в пакете COMSOL Multiphisics.  

Заметим, что параметры I0, sigma, r были введены на предыдущем этапе (рис. 2).  
Пространственное распределение температуры в различные моменты времени для зло-

качественного новообразования при воздействии излучением лазера показано на рис. 5а и 5б.  

  
а) б) 

Рис. 5. Пространственно-временное распределение температуры  
, CT   при t=1с – а) и t=900 c – б).  
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Покажем также динамику температуры в отдельных точках опухоли – в центре, на 
расстоянии 0.25 мм и 0.5 мм от центра злокачественного новообразования (рис. 6).  

Рис. 6. Температура злокачественного образования в локальных точках,  
находящихся на расстоянии 0, 0.25 и 0.5 мм от центра опухоли.  

 
Заметим, что для преодоления порога температуры в 43°С при заданных входных па-

раметрах достаточно воздействовать лазером около 45 сек. Кроме того, температура в центре 
опухоли выше, чем на ее окраине. Это подтверждается и другими исследователями, – напри-
мер, в [11].  

Известно, что при нагреве опухоли свыше 43-44°С раковые клетки гибнут. Экспози-
ционные режимы повреждения злокачественного новообразования составляют при 43°С – 60 
мин., при 44°С – 30 мин., а при 45°С – всего 15 мин. Здоровые клетки не повреждаются, если 
температура меньше 40°С, если больше 45.5°С, то погибают. Заметим, что по результатам 
моделирования при t=900 c наблюдается значительный перегрев окружающих опухоль здо-
ровых тканей.  

Открытым остается вопрос о способе повышения температуры в опухоли, при незна-
чительном ее увеличении в здоровых тканях. Повысить температуру в тканях при воздей-
ствии лазером можно за счет изменения длины волны, интенсивности лазера, площади ла-
зерного облучения, коэффициента поглощения опухоли, положения опухоли, перфузии кро-
ви и времени облучения. Было обнаружено, что более высокая интенсивность облучения и 
коэффициент поглощения опухоли приводят к большему выделению тепла внутри тканей, 
тем самым увеличивая скорость роста температуры. Кроме того, опухоль, расположенная 
ближе к поверхности кожи, может поглощать больше энергии по сравнению с расположен-
ной более глубоко. Поэтому следует тщательно выбирать длину волны, интенсивность и свя-
занные с ними параметры.  

Температуру в злокачественном новообразовании можно повысить путем введения 
различных препаратов. Например, в [12] при воздействии лазера с длиной 850 нм в опухоль 
предварительно вводился индоцианин зеленый и тогда доза световой энергии, поглощенная 
опухолевой тканью, была больше, чем поглощенная окружающей здоровой тканью. Это при-
водило к более высокой разнице температур между здоровыми тканями и раковыми опухо-
лями при лазерном облучении.  
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Заключение  

Таким образом, с помощью COMSOL MULTIPHYSICS представлены результаты мо-
делирования динамики распределения температуры в злокачественных новообразованиях. 
Полученные данные показывают, что температура растет с увеличением продолжительности 
нагрева, а самая высокая достигается внутри опухоли. Желательно располагать лазер как 
можно ближе к опухоли, тогда область повреждения здоровых тканей будет меньше, а тем-
пература внутри злокачественного новообразования выше. Параметры моделирования могут 
быть выбраны так, чтобы нанести как можно больший урон опухоли за счет высокой темпе-
ратуры.  

 
Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Рос-

сийской Федерации, проект № 122082400001-8.  
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