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Пусть О  – некоторая точка в трехмерном пространстве постоянной кривизны 3H  (простран-

стве Лобачевского), а 2

1S  – сфера единичного радиуса с центром в этой точке. 

Пусть далее 
2

1ρ
S  и 2

2ρ
S  ( 21 ρρ < ) – две концентрические с 2

1S сферы, радиусы которых соот-

ветственно 1ρ  и 2ρ , а число ),( 210 ρρρ ∈ . 

Рассмотрим семейство 0=τФ  уравнений вида Монжа – Ампера, где параметр τ  принадле-

жит сегменту [ ]1,0 . Данное семейство уравнений было введено в работе [1], а именно 0=τФ : 
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При 1=τ  мы имеем уравнение: 
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К этому уравнению приводит геометрическая задача восстановления поверхности 
),(: vuF ρρ =  с заданной внутренней (гауссовой) кривизной, причем значение функции 

),,(int ρvuK  в каждой точке пространства 3H  совпадает со значением гауссовой кривизны F  в той 

же точке [1]. 
Напомним, что ijρ  ( { }2,1, ∈ji ) есть вторые ковариантные производные функции ),( vuρρ =  

относительно метрики единичной сферы 2

1S ; u , v  – локальные географические координаты на 2

1S . 

Конечный атлас на двумерном многообразии 2

1S  выбран так, что в каждой карте этого атласа 

0cos >≥αv .  
В работе [2] изложены достаточные условия единственности решения ),( vuρρ =  последнего 

приведенного уравнения. Имеет место следующее утверждение. 

Пусть в { }ОH \3
 задана функция )(),,( 2

1
1 +×∈ RSCvuK i ρ , удовлетворяющая условиям: 1) 

1),,( −>= ii КvuK ρ ; 2) [ ] 0)1(
/22 ≤+ ρρρchshK i . Тогда существует не более одной поверхности 

),(: vuF ρρ = , в каждой точке которой гауссова кривизна совпадала бы со значением функции iК  в 

этой точке. 
Покажем теперь, что если функция ),,( ρvuK i  удовлетворяет условиям, сформулированным 

в приведенном выше утверждении, то аналогичным условиям удовлетворяет и функция 
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Имеет место следующий результат. 
Если функция ),,( ρvuK i  удовлетворяет условиям, приведенным в предыдущем утвержде-

нии, то существует не более одной замкнутой выпуклой поверхности τF , имеющей данную гауссову 

кривизну τ)( iK  при любом значении параметра [ ]1,0∈τ . τF  – поверхности ),( vuττ ρρ = , где 

),( vuτρ  – решения семейства 0=τФ . 

Для доказательства справедливости сформулированного утверждения достаточно проверить, 

что выполняется неравенство: [ ] 0)1(
/22 ≤+ ρρρchshK i . 

В нашем случае данное неравенство выглядит следующим образом: 
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Левую часть этого неравенства можно преобразовать к виду: 
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В силу того, что функция ii КvuK =),,( ρ  удовлетворяет условиям, обеспечивающим един-

ственность замкнутой выпуклой поверхности )1(1 == τFF , [ ] 0)1(
/22 ≤+ ρρρchshK i . Отсюда сле-

дует неравенство: [ ] [ ]/22/22

ρρ ρρρρ chshchshK i −≤ . Далее имеем, что выражение 
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Следовательно, выпуклая комбинация левых частей данных неравенств обладает тем же свой-

ством: [ ] [ ]/22
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Условие ( )[ ] 0)1(
/22 ≤+ ρτ ρρchshK i  обеспечивает единственность всякой замкнутой выпук-

лой поверхности ),(: vuF τττ ρρ =  однопараметрического семейства отрицательно эллиптических 

уравнений 0=τФ , [ ]1,0∈τ . 

Таким образом, так как функция ),,()( ρτ vuK i  удовлетворяет всем условиям единственности 

поверхности τF  при любом [ ]1,0∈τ , то существует не более одной выпуклой гомеоморфной сфере 

2

1S  поверхности τF , звездной относительно точки О  пространства 
3H , имеющей заданную гауссову 

кривизну ( ) ( )ρτ ,,vuK i  при любом значении параметра τ  из отрезка [ ]1,0 . 

Утверждение, сформулированное в статье, доказано. 
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