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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ПОЛЯРИЗАЦИОННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 

СЕГНЕТОЭЛЕКТРИКОВ В РАМКАХ ТЕОРИИ ЛАНДАУ –  
ГИНЗБУРГА – ДЕВОНШИРА  

 
MATHEMATICAL MODELS OF FERNETOELECTRIC POLARIZATION CHARACTERISTICS 

DESCRIBED WITHIN THE FRAMEWORK OF THE LANDAU – GINZBURG 
– DEVONSHIER THEORY 

 
Аннотация. В статье представлен обзор и реализация математических моделей поля-

ризационных характеристик сегнетоэлектриков в рамках термодинамической теории Ландау 
− Гинзбурга. Математические модели переключения поляризации в сегнетоэлектриках форма-
лизуются с помощью нескольких классов дифференциальных задач. На основе разностных ме-
тодов построены вычислительные схемы для различных модификаций модели Ландау – Халат-
никова. Проведено численное моделирование поляризационного гистерезиса в сегнетоэлектри-
ках с фазовым переходом первого рода. Результаты расчетов, полученных в ППП Matlab, приве-
дены в сравнении с экспериментальными данными. 

Abstract. The paper presents the overview and implementation of mathematical models of ferroe-
lectric polarization characteristics within the framework of the Landau − Ginzburg theory. Mathematical 
models of polarization switching in ferroelectrics are formalized by means of several types of differential 
problems. Based on difference methods the computational schemes are constructed for various modifica-
tions of the Landau − Khalatnikov model. Numerical simulation of the polarization hysteresis in ferroe-
lectrics with the first-order phase transition is performed. The computational results obtained in Matlab 
are compared with the experimental data. 

Ключевые слова: уравнение Ландау – Халатникова, конечно-разностная схема, итераци-
онная процедура, модель сегнетоэлектрического гистерезиса. 
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Введение 

В настоящее время развитие методов математического моделирования и разработка вычисли-
тельных алгоритмов для их реализации предоставляют широкие возможности для изучения и прогно-
зирования свойств многих сложных физических систем. В физике твердого тела к таким системам 
относят сегнетоэлектрические материалы. Под сегнетоэлектриками понимают класс полярных ди-
электриков, обладающих спонтанной поляризацией, которую можно переориентировать посредством 
внешнего электрического поля. Возможность переключения поляризации очень важна для различно-
го использования сегнетоэлектриков в качестве функциональных элементов в оперативной памяти, 
датчиках, конденсаторах, оптических переключателях и т.д. [1] 

Термодинамической теорией, позволяющей количественно описать поведение материала в 
окрестности фазового перехода первого и второго рода, является теория структурных фазовых пере-
ходов Ландау. На основе этой теории Гинзбург и Девоншир развили феноменологическую термоди-
намическую теорию сегнетоэлектричества [1]. Она описывает структурные фазовые переходы, ассо-
циированные с изменением порядка расположения атомов или с изменением кристаллографической 
сингонии образца.  

Теория Ландау – Гинзбурга – Девоншира применяется для оценки сегнетоэлектрических ха-
рактеристик с использованием концепции модели типа Изинга в рамках эффективной теории поля 
[2-4] или с моделированием Монте-Карло с помощью алгоритма Метрополиса [5, 6]. 

Другое, не менее важное направление – использование теории фазовых переходов Ландау для 
моделирования переключения поляризации сегнетоэлектриков и петель диэлектрического гистерези-
са. Одной из пионерных работ в данном направление является исследование [7]. Исааком Халатнико-
вым был развит термодинамический подход для описания состояния и динамического поведения по-
ляризации сегнетоэлектриков во внешнем поле [8]. Предложенное уравнение вошло в теорию сегне-
тоэлектричества как нестационарное уравнение Ландау – Халатникова, обобщенный аналог которого 
(с введенным градиентным слагаемым) соответствует уравнению Ландау – Гинзбурга.  

Классическое уравнение Ландау – Халатникова (в постановке нестационарного обыкновен-
ного дифференциального уравнения) было в центре внимания исследований при изучении характера 
переключения и явления гистерезиса в тонких сегнетоэлектрических пленках [8-10], частичного пе-
реключения под действием внешнего напряжения [10, 11], влияния электрокалорических и пироэлек-
трических эффектов на сегнетоэлектрический фазовый переход [12] и др. Однако классическое урав-
нение не учитывает пространственные флуктуации и неоднородность распределения поляризации. 

Недостаток квазидинамического дифференциального уравнения в постановке краевой задачи 
для обыкновенного дифференциального уравнения II порядка [1, 13] заключается в том, что оно лишь 
косвенно зависит от времени. Обобщенное уравнение Ландау – Халатникова является кубическо-
квинтическим уравнением с частными производными параболического типа (уравнение класса «ре-
акция-диффузия»). Редукция уравнения до кубического представления применяется для моделирова-
ния переключения поляризации в сегнетоэлектриках с фазовым переходом II рода [14, 15]. 

При решении начально-краевых задач для уравнений Гинзбурга – Ландау основное внимание 
исследований сосредоточено на использовании приближенных методов. В [16] спектральный метод, 
основанный на быстром преобразовании Фурье, был применен для кубического уравнения Гинзбурга 
– Ландау. Преимущество спектральных методов − высокая точность. В то же время метод конечных 
разностей пригоден для параллельной реализации, – например, как это было выполнено в [17] для 
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кубико-квинтического уравнения Гинзбурга – Ландау. Построение конечно-разностных схем для не-
линейных уравнений требует баланса между высокой точностью аппроксимации и обеспечением 
численной устойчивости. Вопрос существования и единственности решения начально-краевых задач 
для кубико-квинтической модели исследован в работах [18, 19]. 

Цель нашей работы – систематизация и реализация математических моделей поляризацион-
ных характеристик сегнетоэлектриков в рамках термодинамической теории Ландау − Гинзбурга. 

Математические постановки задачи  
Основной тезис термодинамической теории сегнетоэлектриков состоит в том, что состояние 

полярных диэлектриков можно определить набором термодинамических характеристик: температу-
рой, поляризацией, электрическим полем, напряжением и деформацией. Феноменологически описа-
ния вводят заданием свободной энергии – термодинамической функции, зависящей от параметра по-
рядка (плотности свободной энергии) – F, Дж/м3. В случае одноосных сегнетоэлектриков свободную 
энергию можно разложить по степеням единственной компоненты поляризации (для упрощения мо-
дели полем деформаций можно пренебречь): 

2 4 61 1 1 ,
2 4 6

F AP BP CP EP= + + −  Дж/м3, (1) 

где P=P(x,t) – спонтанная поляризация, Кл/м2; A=A0(T – TCW), м/Ф; B, м5/(Кл2⋅Ф); C, м9/(Кл4⋅Ф) – тер-
модинамические постоянные, E=E(t) – напряженность электрического поля, B/м. 

Характер сегнетоэлектрического фазового перехода, а также непрерывное или разрывное по-
ведение поляризации при T<TCW определяются знаком константы B (1). Если B<0, то имеет место 
скачкообразная зависимость поляризации от температуры, и мы можем наблюдать фазовый переход 
I рода, тогда как B>0 соответствует непрерывной зависимости поляризации от температуры и фазо-
вому переходу II рода. В случае фазового перехода II рода слагаемым, содержащим пятую степень в 
выражении для плотности свободной энергии (1), можно пренебречь. Значения термодинамических 
параметров A0  и C положительны для всех известных сегнетоэлектриков [1]. Далее для определенно-
сти будем рассматривать сегнетоэлектрики с фазовыми переходами I рода.  

Простейшей математической моделью гистерезисной зависимости поляризации от внешнего 
поля можно считать прямое следствие из общего представления равновесной конфигурации как ми-

нимума свободной энергии: 0,F
P

∂
=

∂
 которое задается нелинейным алгебраическим уравнением  

( ) 3 5
0 0,CWA T T P BP CP E− + + − =  (2) 

где поле Е может быть записано в виде периодической зависимости ( ) ( )0 sin .E t E t= ω  

Здесь E0 – амплитуда поля, В/м; ω = 2πf – радиальная частота, рад/с; f – частота колебаний электриче-
ского поля, Гц. 

Нестационарное уравнение Ландау – Халатникова описывает динамику изменения полярного 
состояния сегнетоэлектрика к рамках теории Ландау – Гинзбурга – Девоншира [8]: 

dP F
dt P

∂
δ = −

∂
, В/м, (3) 

где δ – кинетический коэффициент, В⋅м⋅с/Кл (или м⋅с/Ф). 
Заменяя плотность свободной энергии в (3) соответствующим выражением (1), можно полу-

чить следующее дифференциальное уравнение – уравнение Ландау – Халатникова: 

( ) 3 5
0 .CW

dP A T T P BP CP E
dt

δ = − − − − +   (4) 

Сегнетоэлектрические материалы состоят из доменов, которые на практике часто переключа-
ются в значительно меньшем электрическом поле, чем это описано в (4), т.е. экспериментальное ко-
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эрцитивное поле может быть меньше теоретического. Для соответствия равенства (4) эксперимен-
тальным данным, член электрического поля, следуя [10, 11, 20], умножается на безразмерный коэф-
фициент масштабирования ν, так что (4) можно записать в виде 

( ) 3 5
0 .CW

dP A T T P BP CP E
dt

δ = − − − − + ν  (5) 

Динамическое уравнение (5), дополненное начальным условием ( )0 0P t P= , позволяет описать 

гистерезисную зависимость Р от внешнего поля Е.  
Общий подход Ландау основан на теории самосогласованного поля, и, как следствие, уравне-

ние (5) не учитывает флуктуации параметра порядка – поляризации. Следуя концепции Гинзбурга [1], 
для описания флуктуации в сегнетоэлектриках можно расширить формулу (5), добавив градиентное 

слагаемое или корреляционную энергию ( )2 ,Pψ ∇  где ψ – положительная термодинамическая посто-

янная, м3/Ф. Предполагая пространственную зависимость поляризации только от переменной x, для 
случая одной из составляющих поляризации обобщенное уравнение Ландау – Халатникова можно 
представить в следующем виде:  

( )
2

3 5
2 , 0 , 0P PD aP bP cP E t x L t

t x
∂ ∂

= + + − + σ < < < ≤ θ
∂ ∂

, (6) 

где L – толщина образца, м; a A= − δ , b B= − δ , с С= δ  – положительные константы; рассматривая 

сегнетоэлектрики с фазовым переходом I рода (b<0) и полагая, что некоторая текущая температура T, 
− например, комнатная температура T<TCW; σ = ν δ ; D = ψ δ  – термодинамический параметр, пред-

ставляющий собой комбинацию ранее введенных параметров, имеющий смысл и размерность коэф-
фициента диффузии, м2/с. 

Для замыкания математической постановки задачи обобщенное уравнение Ландау – Халатни-
кова (6) необходимо дополнить начальными  

( ) ( )0 0, , 0P x t P x x L= ≤ ≤ , (7) 

граничными условиями:  
для объемного образца 

( ) ( )0, , sin( ), 0bP t P L t P t t= = ω ≤ ≤ θ  (8) 

и пленки 

0

, , 0
x x L

P P P P t
x x= =

∂ ∂
= = − ≤ ≤ θ

∂ λ ∂ λ
, (8') 

где λ – характерный параметр (длина экстраполяции), м. 
Альтернативным вариантом, представленным в литературе [13], является квазидинамический 

аналог уравнения (6): 

( )
2

3 5
2 0, 0 , 0d PD aP bP cP E t x L t

dx
+ + − + σ = < < < ≤ θ  (9) 

– обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка, которое требует задания только гра-
ничных условий.  

Таким образом, фундаментальная термодинамическая модель, описывающая поляризацион-
ное состояние сегнетоэлектрических материалов, задается начально-граничной задачей для полули-
нейного параболического уравнения («cubic-quintic») типа «реакция – диффузия».  

Поскольку построение точного решения уравнения Ландау – Гинзбурга – Девоншира – Ха-
латникова вызывает затруднения у исследователей, предпочтителен является поиск приближенного 
решения. 
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Вычислительные схемы 

Для поиска численного решения уравнения параболического типа (6) воспользуемся неявной 
пятиточечной трехслойной схемой [19].  

На пространственно-временной сетке ( ) ( ){ }, 0, , , 0,t j
x ix i x i M t j t j N∆

∆Ω = = ∆ = = ∆ = , покры-

вающей расчетную область, где x∆  – шаг по координате, t∆  – шаг по времени, построим вычисли-
тельную схему, которая после ряда преобразований может быть выражена следующим образом:  

( ) ( )
( )

1 1 1 1
1 11 1 1 1

2 2

2 2 ,
2 2

1, 1, 0;

j j j j j j j j
j ji i i i i i i i

i
P P P P P P P PD P E

t x x

i M j

+ + + +
+ ++ − + −

 − − + − +
 = + + ϕ +σ
 ∆ ∆ ∆ 

= − =

 (10) 

( )
( )

1 1 1 1 1
1 11 1

2

3 4 2 ,
2

1, 1, 1, 1,

j j j j j j
j ji i i i i i

i
P P P P P PD P E

t x

i M j N

+ − + + +
+ ++ −

 − + − +
 = + ϕ +σ
 ∆ ∆ 

= − = −

 (11) 

где ( ) ( ) ( )3 51 1 1 1 .j j j j
i i i iP aP b P c P+ + + +ϕ = + −  

В данном случае применим итерационную схему, что связано с наличием нелинейных членов 

в уравнении «реакция – диффузия». Формируем последовательность приближений ( ) ,s
iP  сходящуюся 

к 1j
iP +  для каждого момента времени 1jt + , 0, 1j N= − . В качестве первоначального приближения ис-

пользуем формулы ( )( ) ( )( ) ( )s
i

s
i

s
i PPP

213 −≈ , ( )( ) ( )( ) ( )s
i

s
i

s
i PPP

415 −≈ , где номер итерации s=1,2,…, начиная с 
( )( )0 .j

i iP P≈ . Комбинация схем конечных разностей с итерационной процедурой позволяет решать 

прикладные задачи без потери точности общей вычислительной схемы. Полученная схема сводится к 
системе линейных алгебраических уравнений. Первое и последнее уравнение системы для каждого 
временного слоя следует модифицировать с учетом граничных условий. Неявная пятиточечная трех-
слойная схема абсолютно устойчива и обеспечивает второй порядок точности по временной и про-

странственной переменным ( ) ( )( )2 2O t x∆ + ∆ . Система линейных алгебраических уравнений эффек-

тивно решается методом прогонки. 
Для построения численного решения задачи Коши для нелинейного дробно-

дифференциального уравнения (5) применяем метод Рунге – Кутта IV порядка. Алгоритм реализации 
квазидинамического аналога модели (9) строится на основе метода конечных разностей. 

 
Решение прикладных задач 

Проведем серию вычислительных экспериментов для случая компьютерного моделирования 
сегнетоэлектрического гистерезиса на базе подходов классической термодинамической теории. 
Представим численное исследование и сравнительный анализ базовых моделей (Ландау – Халатни-
кова (5), обобщенной модели Ландау – Халатникова (6) и квазидинамического аналога (9)) на приме-
ре расчета гистерезисной зависимости поляризации от поля для сегнетоэлектрика с фазовым перехо-
дом I рода – титаната бария BaTiO3 (для объемного кристалла и тонкой пленки). 

Наиболее изученным случаем переключения поляризации является 180-градусная инверсия 
поляризации, при которой внешнее поле прикладывается вдоль оси спонтанной поляризации и его 
ориентация изменяется непосредственно на 180°. Например, 180-градусное переключение поляриза-
ции наблюдается практически для всех одноосных сегнетоэлектрических кристаллов − таких как 
триглицинсульфат (NH2CH2COOH)3⋅H2SO4, дигидрофосфат калия KH2PO4, ниобат лития LiNbO3 и др. 
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Хотя обобщенная модель Ландау – Халатникова (6) наиболее подходит для одноосных кристаллов, ее 
также можно применять для описания переключения поляризации в многоосных кристаллах. Приме-
ром может служить титанат бария (BaTiO3), обладающий как 90-градусной, так и 180-градусной ти-
пами доменных структур в тетрагональной фазе при комнатной температуре. Используя соответст-
вующее внешнее поле, приложенное вдоль c-ориентированных доменов BaTiO3, можно наблюдать 
180-градусное переключение поляризации [1, 21, 22]. 

На примере объемного кристалла и тонкой пленки титаната бария рассмотрим и сравним ре-
зультаты реализации трех математических моделей на базе: классического уравнения Ландау – Ха-
латникова (5) – задача Коши для обыкновенного дифференциального уравнения, обобщенного урав-
нения Ландау – Халатникова (6) – начально-граничная задача для уравнения с частными производ-
ными параболического типа и квазидинамического аналога (7) – краевая задача для обыкновенного 
дифференциального уравнения второго порядка.  

В таблице приведены значения термодинамических параметров для титаната бария при тем-
пературе T (в К) [1, 23].  

Коэффициенты разложения термодинамического потенциала для титаната бария 

Параметр модели Значение, ед. измерения 
A/2 –3.34⋅(T–381)⋅105 м/Ф 
B/4 – (3.6⋅(T–448)–202)⋅106 м5/(Кл2⋅Ф) 
C/6 (5.52⋅(T–120)+276)⋅107 м9/(Кл4⋅Ф) 

В случае использования уравнений (6), (9) применены граничные условия III рода (8'), длина 
экстраполяции принята равной λ = 88 нм согласно [10]. 

Рассмотрим переключение в периодическом поле ( ) ( )0 sinE t E t= ω . Параметры вычисли-

тельного эксперимента: амплитуда поля E0 = 2.5⋅105 В/м, частота поля f = 50 Гц (ω=2πf), время на-
блюдения процесса θ = 0.03 с, градиентный коэффициент ψ = 5⋅10-8 м3/Ф [24], кинетический коэффи-
циент (определяет скорость движения доменных стенок) δ = 2⋅105 м⋅с/Ф [24]. Масштабирующий па-
раметр для нестационарных моделей ν = 400, для квазистационарной модели – ν = 100. Термодина-
мические параметры соответствуют комнатной температуре 293 К. При построении зависимостей 
P(t) от E(t) для каждого момента времени было вычислено усредненное значение поляризации по 

толщине кристалла ( ) ( )
0

1 , .
L

P t P x t dx
L

= ∫  Альтернативный подход состоит в вычислении значений по-

ляризации для центральной точки кристалла: x=L/2. 
На рис. 1 представлены результаты вычислительных экспериментов (на основе трех рассмот-

ренных математических моделей) по оценке гистерезисной зависимости поляризации Р от приложен-
ного поля Е в титанате бария для различных значений толщины образца − 2 мкм и 10 нм (рис. 1 а и 
1 б соответственно). Гистерезисная зависимость поляризация от приложенного электрического поля 
дает возможность оценить: коэрцитивное поле Ec, при котором поляризация обращается в ноль; зна-
чение спонтанной поляризации Ps, при котором может происходить перестройка домена; остаточную 
поляризацию Pr, соответствующую нулевому электрическому полю. Результаты, полученные на ос-
нове всех трех моделей для объемного кристалла, качественно согласуются с данными эксперимен-
тальных наблюдений, представленными в литературных источниках [1, 25, 26], и модельных расчетов 
[10, 13, 23, 24], в том числе на основе решеточных моделей [27]: остаточная поляризация 
Pr=0.22÷0.35 Кл/м2 и коэрцитивное поле Ec=0.75÷1.45.·105 В/м. Квазистационарная модель дает более 
«насыщенный» вид петель сегнетоэлектрического гистерезиса по сравнению с нестационарными 
подходами, результаты моделирования на основе которых в большей степени (по форме петли) соот-
ветствуют экспериментальным данным.  
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Рис. 1. Модельные зависимости поляризации от поля BaTiO3, вычисленные на основе:  
обобщенной модели Ландау – Гинзбурга – Девоншира – Халатникова (сплошная кривая); модели 

Ландау – Халатникова (штрих-пунктирная кривая); квазидинамической модели (точечный массив)  
для L = 2 мкм (а) и L = 10 нм (б). 

В общем случае наличие диффузионного члена в обобщенном уравнении Ландау – Халатни-
кова (6) позволяет учесть пространственные флуктуации поляризации. Однако для образца толщиной 
2 мкм, как показано на рис. 1а, значение коэффициента диффузии титаната бария довольно мало по 
отношению к масштабу расстояний. Как следствие, численное моделирование с использованием 
классического уравнения Ландау – Халатникова (5) приводит в этом случае к схожему результату, 
полученному с помощью обобщенной модели Ландау – Халатникова (6). 

Неоднородное распределение поляризации может быть весьма существенным фактором для 
низкоразмерных сегнетоэлектриков − таких как тонкие пленки, нанотрубки, нанопроволоки и т. п. 
Более того, для низкоразмерных структур эта теория часто дает лучшие результаты, чем для объем-
ных материалов [1]. Рис. 1б демонстрирует результат моделирования сегнетоэлектрического гистере-
зиса для тонкой пленки титаната бария с толщиной L = 10 нм и наблюдаемый размерный эффект – 
уменьшение толщины пленки приводит к изменению (в данном случае – к сужению) петли гистере-
зиса. Данный эффект неоднократно был диагностирован независимыми авторами [13, 26].  

Анализируя рассмотренные подходы с математической точки зрения, можно отметить, что 
все модели позволяют приемлемо описать сегнетоэлектрический гистерезис. Все модели включают 
аппроксимационный параметр – масштабирующий коэффициент для приложенного поля ν. Неста-
ционарные модели (в постановке задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения и 
начально-граничной задачи уравнения с частными производными) дают более адекватное представ-
ление о геометрии петли гистерезиса.  

Для объемных объектов (кристаллов) введение градиентного слагаемого не играет сущест-
венной роли – классическая модель Ландау – Халатникова (5) дает такой же результат, как и обоб-
щенная модель (6); результат реализации квазистатичсекой модели (9) совпадает с результатом реа-
лизации простейшей алгебраической модели (2.). Присутствие диффузионного слагаемого в обоб-
щенной модели Ландау – Халатникова оказывается принципиально важным для адекватного описа-
ния процесса переключения поляризации низкоразмерных сегнетоэлектрических структур. 

 
Заключение 

Таким образом, в работе проведена систематизация математических моделей поляризацион-
ных характеристик сегнетоэлектриков в рамках термодинамической теории Ландау − Гинзбурга. По-
строена вычислительная схема, основанная на монотонном и абсолютно устойчивом неявном методе 
конечных разностей в сочетании с итерационной процедурой. Численные эксперименты показали 
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возможность применения рассмотренной модели для математического моделирования и исследова-
ния характеристик сегнетоэлектриков с фазовым переходом первого рода. Сопоставлены обобщенное 
уравнение Ландау – Халатникова с некоторыми известными его модификациями. Проведено сравне-
ние результатов численного моделирования петель гистерезиса поляризационного электрического 
поля титаната бария с экспериментальными данными. Показана важная роль диффузионного члена и 
его масштабного эффекта для адекватного описания переключения поляризации в сегнетоэлектриках. 
Масштабируемость диффузионного члена можно рассматривать как главное преимущество обоб-
щенной модели Ландау – Халатникова. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта 
№ 20–31–90075. 
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ОПТИМИЗАЦИЯ РАБОТЫ ОТДЕЛЕНИЯ БАНКА С ПРИМЕНЕНИЕМ  

ИМИТАЦИОННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
 

OPTIMIZATION OF THE BANK'S DIVISION WORK USING SIMULATION MODELING 
 
Аннотация. В работе представлены построение в среде AnyLogic и исследование имита-

ционной модели системы массового обслуживания – отделение банка; вычислены основные ха-
рактеристики системы, осуществлен анализ результатов работы имитационной модели и да-
ны рекомендации по оптимизации работы отделения. 

Abstract. The paper presents the construction in the AnyLogic program and the study of the 
queuing system simulation model, which is a division of the bank; the main characteristics of the system 
are calculated, the results of the simulation model are analyzed and recommendations for optimizing the 
work of the department are given. 
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AnyLogic. 
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Введение 
Исследование реальных систем массового обслуживания с привлечением математических ин-

струментов (методами математического моделирования) является весьма трудной задачей. Между 
тем оно необходимо для оптимизации работы таких систем (например, определение оптимального 
количества кассиров, уменьшение длины очереди, увеличение доли обслуженных клиентов и др.) [1]. 

На помощь в данном случае приходит имитационное моделирование [2], которое позволяет 
описать все процессы, происходящие в системе, задать законы их работы и взаимодействие отдель-


