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Исключим дифференциальные операции по r из (13):
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Ядро преобразования, позволяющего исключить диф-

ференциальные операции по r, удовлетворяет уравнению
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Решением уравнения (16) является функция Бесселя
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Корни уравнения (18) nλ , пронумерованные в порядкее
их возрастания, определяют собственные числа задачи
(16), (17).
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Применив в интервале 0rr0 ≤≤  интегральное преоб-
разование с найденным ядром, приведем задачу (13)-(15)
к виду (19), (20)
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где U~  – соответствующее интегральное преобразование
функции U.
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Решение задачи представимо в виде 
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Таким образом, решение задачи (13)-(15)
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где µn – положительные корни трансцедентного уравне-
ния ( )µ0J .
Отметим, что решения исходной задачи по методу

Фурье и методу интегральных преобразований совпада-
ют. Таким образом, метод интегральных преобразований
является еще одним эффективным методом решения кра-
евых задач математической физики.
_______________
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In article described experimental investigation for
frictional force and constant of friction from
compression force between bone fragments functional
dependences.

Введение
В современной травматологии для репозиции костных

фрагментов и фиксации переломов широко применяют-
ся аппараты внешнего остеосинтеза [1]. В настоящее вре-
мя проектирование фиксирующих устройств включает
несколько этапов, среди которых – имитационное модели-
рование деформации фиксирующего устройства и рас-
чет напряженно-деформированного состояния (НДС)
фиксирующего устройства с учетом граничных условий.
На этом этапе для системы «кость – фиксирующее устрой-
ство» необходимо назначать граничные условия, приве-
денные к нагрузкам и перемещениям в определенных точ-
ках и выраженным в глобальной системе координат [2].
При исследовании жесткости остеосинтеза исследуют

реакцию чрескостных модулей на смещающие нагрузки

в стандартных шести степенях свободы [3]. Силы, действу-
ющие в системе «кость – фиксирующее устройство», как
и в любой механической системе, можно разделить на
внешние, т.е. приложенные к твердому телу со стороны
других тел, силы реакции, возникающие за счет упругих
свойств твердого тела, и силы трения, возникающие при
контакте макроскопических твердых тел и направленные
по касательной к их поверхности [4].
Классификация внешних сил (смещающих нагрузок),

действующих на систему «кость – фиксирующее устрой-
ство», по Соломину, выглядит следующим образом: про-
дольная сила дистракции; продольная сила компрессии;
поперечная сил отведения; поперечная сила приведения;
поперечная сила сгибания; поперечная сила разгибания;
ротационная сила кнутри; ротационная сила кнаружи [3].
Каждой силе внешних смещающих нагрузок, действу-

ющих на систему «кость – фиксирующее устройство»,
противодействует соответствующая сила реакции. После-
дние зависят от геометрических параметров системы
«кость – фиксирующее устройство», а также от упругих
свойств материалов ее элементов, определяемых моду-
лем Юнга и коэффициентом Пуассона.
При имитационном моделировании необходимо знать,

какой величины сила трения действует вдоль поверхности
контакта двух отломков кости под влиянием продольной
силы компрессии, так как она противодействует ротаци-
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онной и другим силам, смещающим костные отломки от-
носительно друг друга вдоль плоскости контакта.
Целью исследования является определение коэффици-

ента трения действующего вдоль поверхности контакта двух
отломков кости, состоящей из трабекулярной и кортикаль-
ной костной ткани, при действии продольной силы комп-
рессии между отломками.

Постановка задачи
В структуре кости выделяют компактную кость, струк-

тура которой определяется пластинчатым строением, и
спонгиозную (губчатую) кость, обладающую высокой (и
неоднородной) пористостью (рис. 5).
Спонгиозная кость состоит из трабекул, образующих

сложную пространственную структуру – трабекулярную
костную ткань. Пространство между трабекулами запол-
нено костным мозгом и кровеносными сосудами. Про-
странственная структура, которую образуют трабекулы,
неоднородна и анизотропна. В зависимости от особенно-
стей структуры различают три разновидности спонгиоз-
ной кости: трубчатую, пластинчатую и состоящую из пе-
рекладин [5].
Поверхностные участки кости формируются из ком-

пактной костной ткани, внутренние – из спонгиозной.
Из клинической практики и из экспериментальных ис-

следований систем «кость – фиксирующее устройство»
известно, что при остеосинтезе нестабильных переломов
тазового кольца, при разрыве лобкового симфиза в соче-
тании с переломом крестца, в районе крестца при контак-
те отломков трабекулярной поверхностью действует сила
зацепления между отломками, которая препятствует сме-
щению отломков вдоль поверхности контакта, а в месте
лобкового симфиза возникает сила трения между корти-
кальными поверхностями отломков, меньшая, чем сила
трения между трабекулярными поверхностями. Чему рав-
ны эти силы численно, неизвестно. В устройствах суще-
ствующих типов отсутствует система, которая бы исполь-
зовала свойства трабекулярного слоя костной ткани, по-
зволяющего со значительно меньшей компрессирующей
силой создавать в области перелома необходимую жест-
кость системы «кость – фиксирующее устройство» [6].
Требуется найти коэффициент трения, возникающего

вдоль поверхности контакта двух отломков кости, состоя-
щих из трабекулярной и кортикальной костной ткани при
действии между ними силы компрессии.

Теоретическое исследование
Представим место перелома в виде контакта двух по-

верхностей М (рис. 1).

Предполагаем, что площадь контакта состоит в сред-
нем из треугольных пирамид (рис. 2) [7].
Допустим, что средняя высота пирамиды h по площа-

ди контакта S равна 0,0005 м (данные экспериментальных
измерений) [7]. Прочность соединения двух площадей

Рис. 1. Контакт двух отломков.

в вертикальном направлении будет ограничиваться толь-
ко прочностью пирамид на срез. Количество пирамид на
площади S равно:

,
))tan(h2(
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2α⋅

=                                                               (1)

где α – угол при вершине пирамиды (рис. 2); по данным
[7] принимаем его равным 18°.
Рассмотрим контакт двух пирамид (рис. 3).

Рис. 2. Площадь контакта отломков таза.

Рис. 3. Распределение нагрузки и силы компрессии
в месте контакта двух пирамид.

На рис. 3: N – сила сжатия двух контактирующих по-
верхностей пирамид; N1 и N2 – горизонтальная и верти-
кальная составляющие; К – сила компрессии; К1 и К2 –
горизонтальная и вертикальная составляющие.
Нас интересует условие:  N1= K1 составляющих, так как

при соблюдении этого условия не будет скольжения по-
верхностей пирамид относительно друг друга. Отсюда сле-
дует, что при определенной величине компрессии поверх-
ности S не будут смещаться относительно друг друга.
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По расчетам для отломков с площадью контакта

20,285 см2 и силой компрессии 2 кГс смещения пирамид
относительно друг друга не будет до нагрузки N, равной
13 кГс, а при силе компрессии 8 кГс смещения не будет до
нагрузки N, равной 54 кГс. Для отломков с площадью кон-
такта 7,815 см2 и силой компрессии 2 кГс смещения не
будет до нагрузки N, равной 12 кГс; при силе компрессии
4 кГс смещения не будет до нагрузки N, равной 27 кГс.
Необходимо экспериментальное исследование зависи-

мости величины силы зацепления, препятствующей сме-
щению отломков, от силы компрессии.
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Экспериментальное исследование
Методика проведения эксперимента.
Оборудование. В ходе эксперимента использовались

лабораторный стенд для биомеханических исследований,
разработанный в рамках НИР (ЕЗН № 1.1.07 «Исследова-
ние методов математического моделирования фиксиру-
ющих устройств в медицине на примере травматологии»),
пружинный силомер, набор тарированных грузов по
0,25 кг, 0,5 кг, 1 кг и 2 кг, уровнемер. В качестве экспери-
ментального образца использовалась вываренная тазовая
кость.

Первая серия экспериментов.
В первой серии экспериментов использовалась под-

вздошная кость правого полукольца таза, рассеченная на
два отломка, как показано на рис. 4.

Рис. 4. Обломки повздошной кости.
Поверхность контакта состояла из трабекулярной и кор-

тикальной костной ткани (рис. 5). Площадь контакта меж-
ду отломками равна 20,285 см2.

Рис. 5. Поверхность контакта между обломками.

Далее один из от-
ломков жестко закреп-
лялся в тиски, установ-
ленные на стенде, а
сверху на него поме-
щали второй отломок
(рис. 6). В отверстие в
отломке, установлен-
ном сверху, вставлял-
ся стержень, с обеих
сторон к нему подве-
шивались грузы опре-
деленной величины.
Так моделировалась
компрессия между от-
ломками. Величина
силы компрессии ме-
нялась от 1 кГс до
12 кГс.
Сила трения покоя

между отломками из-
мерялась с помощью

пружинного силомера. В отверстие в верхнем отломке
продевался тросик и при-
креплялся к силомеру.
После создания силы ком-
прессии за счет нагруже-
ния грузами костный от-
ломок с помощью сило-
мера постепенно тянули
параллельно поверхности
контакта между отломка-
ми до того момента, пока
верхний отломок не сдви-
гался с места. Весь про-
цесс фиксировался двумя
видеокамерами, и при по-
кадровом  просмотре
можно было определить,
при каком значении силы,
действующей вдоль по-
верхности контакта отломков, начиналось их смещение
(при заданной силе компрессии).

Вторая серия экспериментов.
Во второй серии экспериментов применялась та же

методика, что и в первой. В качестве образцов применя-
лись отломки, показанные на рис. 7. Площадь контакта
между отломками равнялась 7,815 см2. Величина силы ком-
прессии менялась от 1 кГс до 6 кГс.
Результаты первой и второй серий экспериментов при-

ведены в таблице, где Fk – сила компрессии; Ft – сила тре-
ния; Kt – коэффициент трения.

Рис. 7. Эксперимент второй
серии.

Первая серия экспериментов Вторая серия экспериментов 
№ Fk Ft  Kt  № Fk Ft Kt 
1 1 3 3 1 1 2,5 2,5 
2 2 3,75 1,875 2 2 4 2 
3 3 4,75 1,583 3 3 5 1,667 
4 4 5,5 1,375 4 4 5,25 1,313 
5 5 6,25 1,25 5 5 6,25 1,25 
6 6 6,75 1,25 - - - - 
7 7 8,25 1,179 - - - - 
8 8 9 1,125 - - - - 
9 10 12,75 1,275 - - - - 

10 12 16,75 1,396 - - - - 
Средне-
квадратич. 
отклон. 

3,521 4,264 0,569 
Среднеквад-
ратич. от-
клон. 

1,581 1,421 0,518 

 

Рис. 6. Эксперимент первой
серии.
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Обработка экспериментальных данных
Обработка результатов экспериментов осуществлялась

методом полиномиального регрессионного анализа. С
помощью этого метода производится аппроксимация дан-
ных, результат которой – аналитическая зависимость, по-
лученная по заданным узловым точкам. Для обработки
результатов применялся ППП Matlab 6.5, позволяющий
автоматически находить полиномиальные зависимости с
помощью метода регрессионного анализа [8].
При обработке первой серии экспериментов получе-

ны результаты, представленные на рис. 8. На рис. 8 а пред-
ставлена зависимость силы трения между отломками от
силы компрессии между отломками, а на рис. 8 б – зави-
симость коэффициента трения от силы компрессии.

Рис. 8. Результаты первой серии опытов.

Аналитические зависимости силы трения между от-
ломками и коэффициента трении от силы компрессии
между ними, полученные по результатам первой серии
экспериментов, представлены выражениями (4)
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При обработке результатов второй серии эксперимен-
тов получены данные, представленные на рис. 9. На рис.
9 а – зависимость силы трения между отломками от силы
компрессии между ними, а на рис. 9 б – зависимость ко-
эффициента трения от силы компрессии.
Аналитические зависимости силы трения между от-

ломками и коэффициента трения от силы компрессии

Рис. 9. Результаты второй серии опытов.

между ними, полученные по результатам второй серии
экспериментов,  представлены выражениями (5)
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Выводы
В ходе исследования найдены основные соотноше-

ния, определяющие зависимость силы трения между от-
ломками кости от силы компрессии и зависимость ко-
эффициента трения между отломками кости от силы
компрессии. Сила трения и коэффициент трения меня-
ются нелинейно в зависимости от силы компрессии

между отломками. Поведение этих зависимостей для пер-
вой и второй серии экспериментов имеет подобный ха-
рактер при силах компрессии от 1 кГс до 5 кГс. Структура
трабекулярной костной ткани, форма и площадь  поверх-
ности контакта у образцов первой и второй серии экспе-
риментов были разными, очевидно, это повлияло на ре-
зультаты экспериментов. Результаты, полученные в дан-
ной работе и расчетные по методике, изложенной в [7],
существенно различаются. Очевидно, вываренная и вы-
сушенная костная ткань имеет иные коэффициенты тре-
ния, чем живая, так как в живой костной ткани в межкле-
точном пространстве присутствуют разные жидкие и
аморфные вещества, которые будут влиять на фрикцион-
ные свойства ткани.
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Для уточнения результатов необходимо проведение
дальнейших испытаний с учетом формы поверхности
контакта между костными отломками, структуры костной
ткани и ее состава.
_________________
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А.В. Рыженко

МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ
ЭКСПЕРИМЕНТОВ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ

ПЛАНОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА

In work the mathematical model of experiment is
presented, optimum values of entrance parametres at
which value of model reaches an optimum are
formulated.

Введение
Математическое моделирование составляет основу

теоретических исследований и обладает рядом несомнен-
ных преимуществ, так как, не используя сильных допуще-
ний, позволяет получить качественную и количественную
информацию о любой стороне моделируемого явления
при различных условиях проведения вычислительного
эксперимента. На современном уровне развития науки и
техники многие исследования в физике, биологии, химии
требуют постановки сложных экспериментов. Проблема
извлечения наибольшего количества сведений об изучае-
мых процессах при ограниченных затратах весьма акту-
альна. В связи с этим необходимы как широкое примене-
ние методов, которые давали бы не только способ обра-
ботки экспериментальных данных, но и позволяли бы оп-
тимальным образом организовывать эксперимент, так и
их реализация на ЭВМ для повешения скорости расчетов.

Постановка задачи
Рассмотрим применение планирования второго поряд-

ка для отыскания максимального значения выходного па-
раметра – предела прочности бетонных образцов. Пусть
экспериментом выбраны следующие переменные факто-
ры: 1) удельная поверхность портландцемента – X1, м

2/кг;
2) содержание минеральной добавки – Х2, % от массы це-
мента; 3) содержание заполнителя – Х3, кг/м

3, которые ва-
рьируют на трех уровнях: основном (0), верхнем (+1) и
нижнем (-1). Натуральные значения каждого фактора пред-
ставлены в табл. 1.

Таблица 1 
Натуральные значения  
переменных факторов 

Пере-
менные 
факторы 

Ниж-
ний 

уровень 

Основ-
ной 

уровень 

Верх-
ний 

уровень 

Интервал 
варьиро-
вания 

Х1 230 330 430 100 
Х2 10 20 30 10 
Х3 1000 1250 1500 250 

 Сформулируем математическую модель эксперимен-
та и определим оптимальные значения факторов, при ко-
торых выходной параметр – предел прочности при сжа-
тии бетонного образца (МПа) – принимает максимальное
значение. При моделировании эксперимента использова-

на полиномиальная экспериментально-статистическая
(ЭС) модель, трехфакторный план [2].

Построение модели
Для получения наиболее эффективной модели приня-

то решение о постановке двух планов – полного и неком-
позиционного [1].

1. Полный факторный план. Условия и постановка ис-
ходной задачи требуют построения ЭС-модели второго
порядка. При планировании по схеме полного факторно-
го эксперимента (ПФЭ) реализуются всевозможные со-
четания уровней факторных переменных. Необходимое
количество опытов N для такого эксперимента определя-
ется по формуле N = pk, где p – число уровней факторов;
k – число факторов. Тогда число опытов равно 27. Матри-
ца ПФЭ представлена в табл. 2, в которой Y’, Y’’ – результа-
ты параллельных опытов.
Обработка результатов осуществляется по следующей

схеме [1]:
1) оценка дисперсий среднего арифметического в каж-

дой строке матрицы;
2) проверка однородности дисперсий с помощью кри-

терия Кохрена;
3) расчет оценки дисперсии воспроизводимости, если

дисперсии однородны;
4) определение коэффициентов регрессии;
5) проверка адекватности модели;
6) проверка значимости коэффициентов регрессии.
Найденные значения дисперсий среднего арифмети-

ческого каждого опыта приведены в табл. 3.
Критерий Кохрена G = 0.1259. Табличное значение для

27 опытов и одной степени свободы равно 0.3002; гипоте-
за об однородности дисперсий не отвергается [3]. Дис-
персия воспроизводимости: s2{y}  = 0.1470.
Оценки коэффициентов регрессии определяются ме-

тодом наименьших квадратов. Составив матрицу базис-
ных функций от независимых переменных и матрицу-стол-
бец откликов, находим матрицу моментов и матрицу-стол-
бец коэффициентов для модели второго порядка:
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Таким образом, подставив найденные матрицы в (1),
найдем коэффициенты полинома:

YX)XX(B T1T −= ,                                                              (1)


